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Pozndmka k problému ruinovani hraci.
Napsal dr. K. Vorovka.

Huygens ve svém dile De ratiociniis in ludo aleae uvddi
ke konci pét tloh, jichz rozieSeni podal Jakub Bernoulli v pa-
mdtné knize Ars conjectandi. Posledni z tloh téch jest zdrove
jednoduchym p¥ipadem problému znidmého pod jménem ,trvéini
hry“ aneb ,ruinovdni hra¢d“.

Hraji-li spolu dva hrdéi 4 a B s pravdépodobnosti vyhry
v jednotlivé hie p a ¢, a jsou-li zndmy jejich sdzky a a b,
jakoz i kapitdly  a y, pak zajimavy jsou hlavné dvé otdzky:
Pfedné mozno potitati pravdépodobmost, ze A bude ruinovin
pii hie, kterd se miize v neomezeném pottu opakovati, dokud
jeden z obou hriéi neptijde o v8echen majetek..Za druhé mozno
se ptati, jakd je pravdépodobnost, Ze hrd¢ A bude ruinovdn
pribéhem urtitého kone¢ného pottu her.

Zabyvati se budeme piipadem prvnim.

JelikoZz oba béhem hry proménlivé kapitdly hraéd dopliuji
se na stdlou summu s, mizeme na zdkladé rovnice 2 + y ==s
povazovati pravdépodobnost zruinovdni kteréhokoliv hrice za
funkci jediné proménné zx neb y dle libosti.

Budiz tedy pravdépodobnost ruiny pro hrite 4 vyjddiena
nezndmou funkef « (), pro hraée B funkei v (2).

J. Bernoulli vypoéital tyto funkce ve zvld$tnim piipadu
alohy Huygensovy, kterd pfedpoklddd sézku jedna proti jedné,
a verifikoval pak dodate¢né vypoltem, ze identicky spliuje se
rovnice

w(z)+ v =1,
vyjadiujici patrné jistotu, Ze pii neomezeném trvéni hry jeden
neb druhy hri¢ bude ruinovén.
. Jak Todhunter *) uvddi, dal se tento vysledek ocekdvati,
nebof prosty rozum tomu nasvédéuje.
Tuto zdsadu bez ddkazu ptijal také De Moivre do svého
pojedndni De Mensura Sortis (probl. IX.) a do své knihy The

*) Todhunter, A History of the Mathematical Theory of Probability,
str. 63
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Doctrine of Chances (probl. VIL). Todhunter*) vytykd, ze fe-
Seni, které podal De Moivre, nebylo uplné. De Moivre naSel
totiz napted duchaplnym zpisobem pomér pravdépodobnosti obou
hrac¢i a pak bez dikazu pfijal za jisto, Ze b&hem neomezens
dlouhé fady her jeden z obou hrdadi musi byti ruinovdn. Mohl
pak oviem ibmed odvoditi také absolutni hodnoty obou pravds-
podobnosti. '

Laplace ve'svém klassickém dile podédvéd podrobny rozbor
problému trvéani hry zabyvaje se hlavné jeho t6z8i druhou &dstf,
kdyz poéet hranych partii jest konelny. Ale tu okolnost, ze
jeden nebo druhy hra¢ pii neomezeném trvani hry jisté bude
ruinovdn, pomiji mléenim.

Poincaré **) ve svém dile o pravd&podobnosti uvadi jen
jednoduchy vypoéet Bernoullifiv, akcentuje vSak, Ze a prior:
nebyla vylouena moznost, aby se hra prodlouzila do nekoneéna
pii stalém vyrovndvdni ziski a ztrat.

Skutetny obecny dikaz, Ze jeden nebo druhy hrad jisté
bude ruinovdn, naSel jsem jen v,knize Bertrandové ***). Dikaz
ten jest veden pouze slovy bez vypoétd, atkoliv tim ni¢eho ne-
ztréei na svoji exaktnosti.

Obsahuje asi nasledujici tvahu: Je-li potet her znaény,
pak i ta pravdénejpodobné&jsi kombinace ma pravdépodobnost
velmi malou, ktera dle Stirlingovy formule jest nepfimo dmérna
drubé odmocning z celkového poétu her. Totéz bude tim spiSe
platiti o kazdé jiné kombinaci aneb i o kazdé konetné skupiné
kombinaci, pokud ov§em polet kombinaci ve skupiné obsaZenych
nebude zdroveii s potltem her do nekoneéna vzristati. Pri
urtitém pottu viech partii smi v3ak poéet partif jednim hrétem
vyhranych jen v takovych mezich kolisati, aby ani jeden ani
druhy hra¢ neztréceli vice, neZ co jejich piivodni majetek obndsi.
Difference mezi ob&ma témito mezemi jest stald a od celkového
poitu her zcela nezdvisld. Roste-li tedy celkovy podet her do
nekonec¢na, klesdé pravdépodobnost omezeného podtu kombinaci
pod kazdou mez. Jinymi slovy: Jeden z obou hratd jisté bude
pfi neomezeném trvéni hry ruinovéin.

*) Tamtéz str. 147.
**) Poincaré, Calcul des probabilités, str. 48.
**%) Bertrand, Calcul des piobabilités, str. 1os.
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Pii tomto diikazu lze pouze namitati, Ze dokazuje vice,
nezli je tkeba; nebot tyka se takového zplsobu hry, kdy by
teprve konefnd bilance o ruinovini hrdde rozhodovala, kdezto
ve skutefnosti hrd¢ mize byti nékolika prvnimi po sob& pro-
hranymi partiemi ruinovén.

Domnivim se, Ze k povaze dlohy lépe ptiléh4 dikaz nd-
sledujicf, zaloZeny na linedrné rovnici s konetnymi differencemi
u (z) =pu (@ + b) + qu (x — a), ey

kterd snadno se odvodi ze zdsad pravdépodobmnosti slozité. Rov-
nice tato jest iddu m-tého, kdez jest m — a + b, a integruje
se analogicky jako linedrné rovnice differencidlni s konstantnimi
koefficienty. Polozime zde wu (x) = «* a obdrzime obecny
integral
@) = Cieg + Oy + ...+ C e,

v némz e, o, ..., znati kofeny rovnice

pattt — a2 4 q = 0. (2

Rovnice tato vidy md jednotkovy kofen «, — 1, protoze
jest p + ¢ = 1. Kofen tento mize viak také byti dvojndsobnym.
Stane se to tenkrdte. je-li hra spravedlivd, t. j. jsou-li sdzky
v poméru pravdépodobnosti

a:b=—p:q.
Jinych ndsobnych kofend neni.

Obecny integrdl miZe tedy miti podobu bud pii hie ne-
spravedlivé

u(@) = C + G + Ca; + ... + C e,
aneb pii hie spravedlivé
w@) =C, + Cux+ Cioat + ...+ C ar.

Bertrand z téchto integrdld podrzuje pouze prvni dva
tleny a statf mu tedy k stanoveni libovolnych konstant dvé
podminky

u()=1 a wu(s) =0,

znadici jistotu resp. nemoZnost ruiny.
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Postup Bertrandiv nenf ovSem zcela pfesny, jak vytkl
A. Markov *). Dluzno vsak podotknouti, Ze Bertrand upozoriiuje
¢tendfe na odchylky, které by od jeho vzoreld nastaly, kdyby
hrd¢ nepfiSel sice o vSechno jméni, ale nemé&l ani obnos ku
sdzce postacujic.

Pracujeme-li s tplnym integrilem, musime pfibrati ku
stanoveni viech m konstant jesté daldi m — 2 podminky. Tyto
mohou dle konvenei hry byti dvoji. Bud ve smyslu pozndmky
Bertrandovy povaZuje se hrd¢ za ruinovaného, jakmile zbytek
jeho jméni jest men&i necz sdzka, aneb pFipouSti se i pak jesté
ku hie a za ruinovaného plati teprve, kdyz se dal§i prohrou
zadluzil.

V prvém ptipadé jsou celkové podminky
u@ =1 ul)y=1,...u(@—1) =1, 5
w(s) =0 u(s—1=0,...u6—b+41)=0; O
v drubém piipadé pak

wu(@=1u(—)=1,...u(—a+ 1) =1,
(S =0, u(s+1)=0,...u(s+b—1)=0.

Pro dalsf vyvody jest lhostejno, kterych podminek se pti-
drzfme. Zvolme tedy pravé jako Markov podminky prvni. OvSem
vypotet kofend rovnice (2) byl by obtiZny a proto jest Zi-
doucno, aby se radéji jinou cestou nalezla piibliznd hodnota
misto pfesného vyrazu pro funkei w (z), a to jest prdvé pted-
métem &ldnku, jejz uvetejnil Markov.

Za to viak lze vyrazu piresného poyZiti ku provedeni di-
kazu o jistoté ruiny.

Vypotitejme jako pro hrite A téz pravdépodobnost ruiny
pro hrite B. Analogicky budeme miti ku stanoveni funkce v (x)
rovnici

v(x) ==pv(z'+b) + qv (& — a), 4

kters, je s rovnici pro = (x) zcela totozna. I jeji integril bude
miti stejnou podobu, bud

v(x) = D, + Dya§ + Dye + ... + D2,

*) Bulletin de la Société phys.-math. de Kasan, 1903.
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aneb
v(@) = D, + Dyx + Dyey + ...+ D, a?.

Pouze konstanty D,, D,, ... D, budou stanoveny jinymi
podminkami, totiz

v() =0,v(1)=0,...v(a —1) =0, 5

v =1L vs—1)=1...v6—b+1) =1 )

JelikoZ obé rovnice pro « (z) a v (x) jsou co do tvaru to-
toZny, miZeme sectenim jich obdrZeti rovnici pro novou funkei

J (@) = u(@) + v (2),
uddvajici patrné, jakd jest pravdépodobnost, zZe bud jeden aneb
druhy hrd¢ bude ruinovén. Pro tuto funkei pak mdme opét
rovnici
f@=pf@+ b+ qf(@@—a), (6)
jejimz obecnym integrdlem bude bud

f (@)= E, + Eyof 4 Ejof + ... 4 E o
aneb
f(@) = E, + E,x + Eqf + ...+ E o5

Podminky k stanoveni konstant vyplyvaji stfidavym sedi-
ténfm podminek (3) a (5) pro « (x) a v (x). Jsou to tedy pod-
mwinky ndsledujiei:

f@O=1fM=1...fa— =1, -
f)=1,fls—1=1,...f(s—b+4+ D=1

Predpoklddejme ‘tedy na pf. spravedlivou hru a ptikro¢me
ku fefenf piislu§ného systému linedrnich rovnic

1=E 4+0+E + ...+ En
1=E1+E2+E3053+...+Em“m

1=E, + Ey(a — 1)+ Eat—' + ...+ E ez
1=E, + Eys + Eo; + ... + E o,
1=E 4+ E (s—1)+ Ee,"'+...+ E o

......................

1=E + E,(s — b+ 1) + Eay "t 4... 4 E a1
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ProtoZe determinant této soustavy obsahuje v prvanim
sloupei samé jednotky, vyjde patrné E, — 1, kdezto
E,=E =...=E,=0
a tudiz identicky
f@) =1

Odsud v8ak vyplyvd, ze také rovnice

u(x) +v@)=1
jest splnéna identicky a Ze tedy pribéhem neomezené dlouhé
hry jeden z obou hrdti jist¢ bude ruinovdin.
Podstatu tohoto dikazu tvoif ta okolnost, Ze rovnice pro «
md vZdy jeden kofen jednotkovy. Dikaz vedl by se obdobné,
kdyz by hra nebyla spravedlivd aneb kdyZ by hrd¢ teprve pii
zadluzeni povazovdn byl za ruinovaného.

Prispévek k differencialni geometrii jednodilného
hyperboloidu.

Napsal Bohuslav Hostinsky.

Zvolme na jednodilném hyperboloidu libovolnou povrchovou
pfimku p, na nf bod «, a sestrojme kfivku ¢, kterd prochdzi
bodem « a protind orthogondlng vSechny povrchové piimky
soustavy 3, do nfz ndlezi p. Trajektorie ¢ jest transcendentni
kiivka, kterd protind p v nekonelné mnoha bodech; oznatime
Jje, jak na p jeden po druhém nésledujf, kdyz se v uréitém
sméru pohybujeme po ¢ vychdzejice z bodu «, pismenami

e, By, 0 ...

Budiz «" libovolny bod na p mezi « a 8. Bodem o’ pro-
chdzi jistd orthogonalni trajektorie ¢’ soustavy 2; nejblizii jeji
priisek s p oznalme pismenou f'.

Dle zndmé véty o orthogondlnich trajektoriich povrchovych
piimek *) jest

) wd’ =B, f =F7
a proto téz
af=py=yd=...=1
*) Viz na pi. Scheffers: Einfuhrung in die Theorie der Flichen
(1902) p. 217.
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